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Hartwig Meifiner

ZUR PROBLEMATIK DES TASCHENRECHNERS
IM MATHEMATIKUNTERRICHT

Inhalt: Im vorliegenden Aufsatz werden nach einer kurzen Dis-
kussion technischer Fragen Konsequenzen der Verwendung nicht
programmierbarer Taschenrechner im Mathematikunterricht disku-
tiert. Es werden Beispiele angegeben, wie man dem sogenannten
Ukonomieprinzip entsprechend durch Training von Faktenwissen
und durch stirkere Betonung von Schitzen und Oberschlagsrech-
nung einer eventuell drohenden Abhdngigkeit vom Taschenrechner
entgegen wirken kann. Es wird die Verdnderung von Zahlbegriff
und Funktionenbegriff bei erhdhter Benutzung des Taschenrech-
ners analysiert und exemplarisch auf Mdglichkeiten hingewiesen,
wie der Taschenrechner einen Beitrag zur Erneuerung des Curri-
culums leisten kdnnte. (Es handelt sich hierbei um Ergebnisse
eines Forschungsprojektes, das von der Deutschen Forschungsge-
meinschaft durch die Gewdhrung einer Reisebeihilfe in die USA
unterstiitzt wurde).

1. Taschenrechner - Ja oder Nein?

Der Taschenrechner (Abk. TR) ist zum festen Bestandteil des
tiglichen Lebens geworden, ca. 50-75 % aller Familien in der
Bundesrepublik besitzen mindestens einen. Auch Kinder der Pri-
marschule haben zu Hause zunehmend Zugang zum TR, so daf sich
der Mathematikunterricht aller Schulstufen auf diese Tatsache
einstellen muB. Langfristig heift die Frage deshalb nicht mehr
"ob", sondern nur noch "wie" der TR eingesetzt werden soll.
Hierbei liegt filr uns die Betonung beim einfachen, nicht pro-
grammierbaren TR. Diese Rechner sind erheblich billiger und
sehr viel einfacher zu bedienen als programmierbare Rechner,
fiir die bereits - vor etwa 10 Jahren begingend - eine Vielzahl
didaktischer Literatur (fir Mikro-, Mini- oder Tischcomputer)
erschienen ist.

Fiir den TR-Einsatz in der Schulklasse sehen wir heute zwei Mdg-
lichkeiten. Entweder besitzt jeder Schiller seinen eigenen TR
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(wegen des geringen Strombedarfs mit LCD-Anzeige und Knopfbat-
terien), oder die Schule hat Klassensdtze von wieder aufladba-
ren TR in Ladekoffern. Auf jeden Fall sollte der TR eine grofle
Anzeige haben, eine sichere Bedienung der Tasten ermdglichen
(Beschriftung, GrdBe, Druckpunkt), einen guten zuverldssigen
und mehrjihrig garantierten Kundendienst im Hintergrund haben
(Garantiedauer mindestens ein Jahr) und die folgenden mathema-
tischen Anforderungen erfilllen.

1.1 Automatische Konstante

Der TR sollte die sog. automatische Konstante fiir alle 4 Grund-
rechenarten besitzen. Hierbei wird beim Eintippen einer Grund-
rechenaufgabe [:] Lid [lL.LJLJ (i.a.) die zweite Zahl mit Re-
chenzeichen gespeichert, also der Operator b , so daB an-
schlieBende Aufgaben c #b = mit der verkiirzten Tippfolge [E][:j
geldst werden kdnnen. Auf die Bedeutung dieser Operatoreigen-

schaft wird spdter ausfithrlich eingegangen, beziiglich der tech-
nisch bedingten verschiedenen Realisierungen verweisen wir auf
die zitierte Literatur.

1.2 Normtastatur und weitere Tasten

Als Bestandteil jedes TR schlagen wir die sog. Normtastatur vor,
vgl. Abb. 1. Einfache TR sollten zusdtzlich noch die Quadrat-
wurzeltaste, eine Speicheraustauschtaste und Tasten fir einen
saldierenden Speicher haben. Die dann meist auch vorhandene
Prozenttaste sollte z.B. bei der Aufgabe 635 + 6% = ? durch die
Tastenfolge EEE@EB iiber die Zwischenanzeige 38.1
zum Ergebnis 673.1 fihren. (TR mit Tasten fir Winkel funktionen
und Logarithmen bezeichnen wir nicht mehr als "einfach". Diese
TR werden deshalb hier nur am Rande erfaflt, vgl. (Abschnitt 9.)

2. TR und Okonomieprinzip

Das menschliche Handeln scheint von einem universellen Okono-
mieprinzip beherrscht zu sein, durch das in jeder Situation mit
einem Minimum an Aufwand ein Maximum an Erfolg.angestrebt wird.
Dieses subjektive Optimierungsverfahren wird auf der einen
Seite gesteuert durch Art und Umfang des gewiinschten physischen
und psychischen Wohlbefindens und auf der anderen Seite durch
so unterschiedliche Antriebe wie z.B. kdrperliche Arbeit, gei-
stiger Aufwand (meist synonym zu zeitlichem Aufwand), unmittel-




bare oder zukilnftige Reaktionen von Mitmenschen (Lehrer, Arbeit-
geber, Verwandte, Mitschiiller,...), Wille zur Einordnung in eine
Rangordnung, 4sthetisches Empfindungsvermdgen, Geschmacksrich-
tung oder finanzielle Kosten. Handlungen und damit Leistungen
sind so keine primdren Erscheinungsformen, sondern das Ergebnis
eines (meist unbewuBten) Kompromisses zwischen Anforderungen
"von auflen" und erwarteten Reaktionen von auflen.

Filr die Benutzung des TR lassen sich aus dem Ukonomieprinzip
folgende Folgerungen ableiten.

2.1 Aufwand

Ein komplizierter TR wird weniger benutzt als ein einfacher,
Leih-TR weniger als eigene. Je besser der Zugriff zum TR ist,
desto weniger wird (aufwendig) schriftlich gerechnet. Kopfrech-
nen findet nur dann statt, wenn dies nicht "dkonomischer" mit
dem TR mbglich ist.

2.2 Verbot

Ein Verbot des TR reduziert seine Einsatzhidufigkeit vor allem
dort, wo das Obertreten des Verbots Konsequenzen hat. Ein Ver-
bot des TR bei Hausaufgaben ist daher wenig erfolgreich. Hier-
aus ergeben sich Riickkoppelungen auf eventuelle Verbote fiir die
Schule.

2.3 Erfahrung und Einsicht

Eine Aufklirung iber die Gefahren erh8ht, zusdtzlich zu den be-
reits selbst gesammelten Erfahrungen, die Einsicht und damit
den Aufwand beim TR-Einsatz. Es werden hiufiger Kontrollrech-
nungen durchgefiihrt.

2.4 Oberdruck

Sofern durch den TR ein zu hohes Spannungsverhidltnis zwischen
Anforderungen und Mdglichkeiten des Schillers reduziert werden
kann, was i.a. zur Resignation fihrt, erhalten traditionelle
Versager in Mathematik eine neue Chance.

2.5 Zusammenfassung

Lehre und Unterricht, die gegen das Okonomieprinzip verstofien,
halten wir fir wenig erfolgreich. Also milssen wir den TR in der
Schule in all den Klassen zulassen, in denen er fiir die Schiller
in auBerschulischen Situationen zur Verfilgung steht. Da die Be-
nutzung des TR dann unmittelbare Auswirkungen auf die Rechen-
fertigkeiten haben wird, miissen wir durch ver#nderte Lehrin-
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halte und Lehrmethoden und durch bewuBte Aufkldrung negativen
Entwicklungen entgegen steuern.

3. TR und Rechenfertigkeit

Der einfache TR ist eine Daten-verarbeitende Maschine, die mit
minimalstem Bedienungsaufwand zu einer vorgegebenen Eingabe so-
fort eine Ausgabe erzeugt:

EINGABE > TR > AUSGABE

3.1 Kopfrechnen

Durch die schnelle Reaktionszeit wird aus lerntheoretischer
Sicht eine Kopplung zwischen Eingabe und Ausgabe erreicht. Der
TR ist deshalb ilberall dort einsetzbar, wo diese Kopplung zwi-
schen Reiz und Reaktion erwilnscht ist. Dies trifft zu beim
Training von Fertigkeiten, etwa beim Memorisieren des Einmal-
eins bzw. Einsundeins. Das Training soll eine Mechanisierung
von Fdhigkeiten zu Fertigkeiten erreichen, damit diese Fertig-
keiten als dann nicht zu reflektierende Elementaroperationen
fur komplexere Aufgaben zur Verfiligung stehen. Wir bringen hier-
zu einige Beispielaufgaben (siehe auch [1]).

3.1.1 Addition und Obertrag

Aufgabe 1
Programmiere den Taschenrechner mit +9 und berechne:
(a) 2+9= (b) 4+9= (c) 9+ 3= (d) 48+ 9=
3+49= 749= 9+14= 9+74=
4+49= 2+49= 9+31= 66+ 9=
6+9= 549= 9+29= 71+ 9=
7+49= 6+9= 9+63= 9+85=
8+9= 8+9= 9+55= 9+¢91=
Berechne so schnell du kannst: ...
Aufgabe 2
Programmiere den Taschenrechner und berechne:
(a) 7+6= (b) 17+16= (c) 47+46=
27+6= 37+16= 7+46=
87+6= 77+16= 27+46=
57+6= - 7+16= 37+46=
37+6= 67+16= 17+46=
77+6= 27+16=

Berechne so schnell du kannst:

(d) 16+27= (e) 53- 6= (f) 47+26=
17+26= 63-16= 53-17=
37+46= 73-26= 73-56=
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36+47= 73-27= 17+436=
57+26= 13- 7= 93-66=
56+27= 33-17= 83-37=
66+17= 33-16= 36+47=
67+16= 93-47= 63-47=
27+36= 93-46= 43-27=
26+37= 83-26= 27+26=

Da die Operatoren bei den Aufgaben (d) bis (f) stdndig wechseln,
ist eine Programmierung nicht mehr sinnvoll. Die Benutzung des
Taschenrechners ist zwar weiter erlaubt, die Schiller legen ihn
jedoch schnell freiwillig beiseite, da das Eintippen der gesam-
ten Aufgabe linger dauert als das Rechnen im Kopf. Folglich
schlieBen sich an diese Aufgabenpakete immer wieder Kopfrechen-
phasen an (Wettkampfspiele fiir die ganze Klasse).

Durch das wiederholte Oben mit dem TR als Operator werden den
Schiilern die notwendigen Zahlenkombinationen geldufiger. Lang-
sam wird der TR durch das Kopfrechnen abgeldst, weil die Schii-
ler erkennen, daB sie ohne TR schneller rechnen kdnnen. Wenn
sie das Prinzip beherrschen und etliche L8sungen fest sitzen,
werden sie immer seltener zum TR greifen und ihn héchstens noch
zur Kontrolle einsetzen, was schwicheren Schillern durchaus ge-
stattet sein sollte.

3.1.2 Multiplikation

Aufgabe 3

(a) Welche Endziffern tauchen auf, wenn ich 2+2+... so lange
rechne, bis ich iiber 100 komme?

(b) Wie oft taucht die Endziffer 1 auf, wenn ich 3+3+... bis
iiber 100 rechne? Wie heiflen diese Zahlen? Fidllt Dir etwas
auf?

(c) Wie oft taucht die Endziffer 2 auf, wenn ich 3+3+3... bis
iiber 100 rechne? Wie heiBen diese Zahlen? Was fdllt hier
auf?

(d) Untersuche 3+3+... analog fiir die Endziffern 5 und 8 und 3.

(e) Untersuche analog 6+6+... fiir die Endziffern 2,3 und 4.

Zur Festlegung des Einmaleins ist das Vorgehen analog wie bei
der Addition. Fir eine feste 1x1-Reihe wird der Operator pro-
gramﬁiert. Es folgen Tauschaufgaben und Umkehraufgaben. Fir zu-
sammengehdrige 1x1-Reihen (z.B. 2;4;8 oder 5;10 oder 3;6;9)
stehen mehrere als Operator programmierte Taschenrechner in
Gruppenarbeit zur Verfiigung.
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Allmdhlich wird der Reiz-Reaktions-Mechanismus gefestigt. Auch
langsamere Schiller rechnen nun schneller im Kopf als mit dem
TR. Trotzdem sollte der TR bei Spielen und von schwachen Schii-
lern zur Kontrolle verwandt werden, um den Motivationsverlust
beim sturen Trainieren ein wenig zu ilberwinden. Jeder Schiiler

kann also den TR auf Verlangen erhalten, aber es darf kein Zwang
bestehen, ihn zu benutzen.

3.1.3 Probierverfahren
Aufgabe 4
Finde Ldsungen

(a) [J.3=1, (b) so <[].4<ss,
) .79, @[]. __=24

Aufgabe 5
(a) Welches ist die gréBte Zahl, fiir die[::].ll <90 gilt?
(b) Welches ist die kleinste Zahl, fur diel ] .3 >50 gilt?

Aufgabe 6

(a) Programmiere .15 . Mit welcher Eingabe kommt man dann zum
ersten Mal {iber 1007

(b) Programmiere +25 . Mit welcher Eingabe erreicht man die
Ausgabe 100, 200, 300, 400, 500, 600, 700, 800, 900, 10007

(c) Wer nennt mal eine Aufgabe aus bekannten Zahlen mit einem
Ergebnis in den Zweihundertern?

(d) Berechne 18.18= und suche bei den folgenden Aufgaben Zah-
len, die diesem Ergebnis méglichst nahe kommen: 19.[:]=,
17.[ =, 20.J=.

(e) Verkniipfe die Zahlen 54 und 18 mit allen vier Rechenzeichen
und streiche an, welche der folgenden Zahlen als Ergebnisse
in Frage kommen: 3,4,6,24,32,36,72,180,540,720,942.

(f) Zu welchen der folgenden Zahlen findest Du eine zweite
Zahl, so dafl das Multiplikationsergebnis 240 ist: 1,2,3,4,
5,6,7,8,9,10,15,20,25,30,35,40,45,50.

3.1.4 Zusammenfassung

Kopfrechenfertigkeiten werden bendtigt fiir einfache Rechenauf-
gaben, fiir Oberschlagsrechnungen und zur Durchfithrung schrift-
licher Rechenverfahren. (Auf die Bedeutung des Kopfrechnens filr
die Entwicklung eines Zahlgefilhls gehen wir spiter ein.) Nach
dem Ukonomieprinzip kann nur der gezielte Wettkampf gegen den

TR zu einer Erhdhung der Unabhi#ngigkeit vom TR fiihren.
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3.2 Schriftliche Rechenverfahren

Der Unterschied der Rechentechniken '"Schriftlich" oder "TR" liegt
in den zugrunde liegenden Algorithmen, dem Verstidndnis dieser Al-
gorithmen, dem Grad der Mechanisierung und der Zuverlidssigkeit
der Anwendung. Bei Anwendungsaufgaben sind Mindestanforderungen
an Mechanisierung und Zuverlidssigkeit zu stellen, wdhrend das (be-
wuBtgemachte) Verst#ndnis des Algorithmus in diesem Zusammenhang
eher stdrend als forderlich ist. Fiir den Schulungsteil ergeben
sich keine unterschiedlichen Bewertungen (abgesehen vom Zeitauf-
wand): TR-Training und Papier- und Bleistifttraining sind glei-
chermaBen abstrakt. Trainiert werden syntaktische Fertigkeiten,
nicht notwendig gekoppelt mit Verstdndnis.

Im Hinblick auf Rechnen als Fertigkeit spricht nichts mehr fir
die schriftlichen Rechenverfahren. Und alle Argumente, die gegen
den TR angefithrt werden, lassen sich durch schriftliches Rechnen
nicht entkrdften. Dieses wird in die Rolle einer Pferdekutsche
gedrdngt, die nur noch von Liebhabern gefahren wird oder im Not-
fall, wenn das TR-Auto versagt. (Wie uns die Erfahrung mit Com-
putern lehrt, wird allerdings gar nicht gefahren werden bis das
TR-Auto wieder flott ist). Die Frage nach dem Unterrichtsanteil
der schriftlichen Rechenverfahren mu also neu beantwortet werden.
Wir schlagen dazu folgende Schwerpunkte vor.

3.2.1 Kénnen sich schriftliche Turmaufgaben in Addition und Sub-
traktion gegen den TR behaupten? (Hier ist der Tipp-Aufwand beim
TR relativ hoch im Vergleich zu den bendtigten Additionsfertig-
keiten).

3.2.2 Kénnen sich schriftliche Multiplikationsaufgaben einer mehr-
stelligen Zahl mit einer einstelligen Zahl gegenilber dem TR be-
haupten?

3.2.3 LdBRt sich das Prinzip der schriftlichen Multiplikation mit
Hilfe des TR so erlernen, daB beim Ausfall des TR Multiplikations-
aufgaben mehrstelliger Faktoren unter Einbeziehung der Fertig-
keiten 3.1.1 und 3.1.2 auch schriftlich gelést werden kdénnen?

3.2.4 Zusammenfassung

Durch die Verlagerung der Schwerpunkte 148t sich die Abhidngigkeit
vom TR in Grenzen halten. Ungeldst bleibt die Frage, welche TR-
freie Alternativen es fiir das schriftliche Divisionsverfahren
gibt.
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4. TR und Rechensicherheit

Fiir unsere Adressaten sind Zahlen im wesentlichen Maflzahlen fiir
GroBen. Uberall dort, wo wir diesen Hintergrund durch zu wenig
Anwendungsbezug oder durch zu starke Formalisierung verdecken,
verunsichern wir den Schiiler. Er bendtigt noch vielerlei Deu-
tungen und Interpretationen und hier kommt es zum Widerspruch
im Zahlbegriff.

4.1 Analog-digital

Mazahlen von Grdfen sind analoge Daten. Die Genauigkeit einer
Maflzahl hdngt nur von der Pridzision des Meflverfahrens ab. Maf3-
zahlen haben selten mehr als vier aussagekridftige Ziffern. Gro-
Benordnungen sind wichtiger als lange Ziffernkolonnen. Bei Maf3-
zahlen besteht kein wesentlicher Unterschied z.B. zwischen 120
und 121. Die Ziffernschreibweise ist nur eine zum Zwecke der ein-
facheren Kommunikation erfundene technische Notation, sie macht
aus den Mafzahlen noch keine digitalen Daten. Bruchzahlen, Dezi-
malzahlen, rationale Zahlen, irrationale Zahlen, dies alles sind
Zahlen aus einer fremden Welt, die so lange isoliert nebeneinan-
der stehen, wie ihr Bezug zu Maflzahlen unsichtbar bleibt. (Vor
allem, wenn sie auch noch in getrennten Kapiteln unterrichtet
werden).

TR-Zahlen sind dagegen digitale Daten. Mit dem TR werden Ziffern-
folgen nach syntaktischen Regeln verarbeitet. Das Vergessen einer
ZLiffer, das doppelt Tippen einer Ziffer, das Verschieben des De-
zimalpunktes oder das Driicken einer falschen Funktionstaste wird
kaum registriert. Und da das Ergebnis wie erwartet eine Zeichen-
kette ist und der TR bekanntlich sehr zuverldssig arbeitet, wird
eine Fehlermdglichkeit gar nicht in Erwdgung gezogen. Erst die In-
terpretation des digitalen Ergebnisses als analogen Wert, den man
mit Erfahrungswerten vergleichen kann, oder aber auch der Ver-
gleich des digitalen Ergebnisses mit einem zweiten digitalen Er-
gebnis, das man tliber eine'Kontrollrechnung erhdlt, ermdglichen
die Erkennung eines Fehlers.

4.2 Kontrollrechnungen

Auch bei der Benutzung des Taschenrechners treten hdufig Fehler
auf. Kontrollrechnungen sind deshalb weiterhin notwendig, obwohl
es uns trotz groBerer Bemithungen in der Vergangenheit eigentlich
nie gelungen ist, unsere Schiller von der Notwendigkeit von Kon-
trollrechnungen so zu iiberzeugen, dafl sie diese auch ohne den




Lehrer im Riicken regelmdBig durchfiihren. Wenn wir deshalb nun er-
neut Kontrollrechnungen bei TR-Aufgaben verlangen, so wollen wir
unsere Vermutungen uber die bisherigen MiBerfolge zusammenfassen
und Hilfen vorschlagen.

4.2.1 Psychologische Griinde

Der logische, deterministische, vollkommene Kalkiil der Mathematik
erfordert keine Kontrollrechnungen. Diese sind notwendig wegen
menschlicher, persdnlicher Fehlleistungen. Die Aufforderung zu
regelmdfligen Kontrollrechnungen ist deshalb eine Aufforderung,
systematisch an sich selbst zu zweifeln. Dies steht imWiderspruch
zum Erziehungsziel "SelbstbewuBtsein', das gerade im Mathematik-
unterricht sehr gefdérdert wird, wo man auch gegen grofle Mehrheiten
"beweisen'" kann, daf man im Recht ist. Der Widerspruch zwischen
vollkommener Mathematik und vollkommenen menschlichen Leistungen
148t sich jedoch nicht abbauen. Nach unserer Meinung kann die Be-
reitschaft fiir Kontrollrechnungen gesteigert werden durchdas griind-
lichere BewuBtmachen dieses Widerspruchs.

4.2.2 Uberschlagsrechnungen

Der psychologisch bedingte Widerstand verstirkt sich noch. Wo die
Mathematik doch pridzise genau ein exaktes Ergebnis liefert, soll
ich zusdtzlich noch ein schlechteres, mathematisch betrachtet so-
gar falsches Ergebnis liefern? Hier scheint uns Abhilfe inzweier-
lei Richtung méglich. Einmal kann die Durchfithrung von Uberschlags-
rechnungen erleichtert werden, z.B. durch bessere Kopfrechenfer-
tigkeiten oder ein besseres Zahlgefiihl, zumandern wird der genannte
Widerspruch reduziert durch die Interpretation des Oberschlagser-
gebnisses als analoge Daten. (Wir wiirden auch im Gegensatz zur heu
tigen Praxis sehr viele Aufgaben nur durch eine Uberschlagsrech-
nung ohne eine exakte Berechnung 16sen lassen, um so die Abhdngig-
keit vom TR zu reduzieren und den Blick mehr auf die Anwendungen
der Mathematik zu lenken).

4.2.3 Schidtzen

Hier wird ein Gefithl fiir analoge Daten, fiir Malzahlen verlangt.
Je interdisziplindrer der Mathematikunterricht ist, desto sicherer
kénnen die Schiiler Ergebnisse abschédtzen. Und da sich der Zahlen-
strahl auch als Bandmafl, d.h. als GroBenbereich betrachten 1d6t,
ist ein erhohtes Zahlgefiihl (als Léngen-Gefihl) zusdtzliche Hil-

fe beim Schidtzen.
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4.3 Zahlgefihl

Entsprechend der Unterscheidung analog-digital unterscheiden wir
zwei Arten von Zahlgefithl (Zahlgefihl sehen wir als spontanes Be-
wullitsein von geeigneten Beziehungen im Zahlraum, intuitiv ausge-
wdhlt durch den vorausgehenden "Stimulus'").

4.3.1 Syntaktisches Zahlgefiihl

Das sytaktische Zahlgefiihl basiert auf dem Auswendigwissen mathe-
matischer Fakten (Einmaleins, Einspluseins, Teilbarkeitseigen-
schaften, Anordnungseigenschaften, Stellenwerteigenschaften,...).
Es wird stark gefdrdert durch groBe Kopfrechenfertigkeiten (Reiz-
Reaktions-Mechanismus). Beispiel: Bei 4x5=200 kommt die spontane
Reaktion "4 mal 5 ist doch zwanzig".

4.3.2 Semantisches Zahlgefiihl

Das semantische Zahlgefiihl basiert auf Interpretation und Ver-
gleich. Notwendig ist hier ein GréBenordnungen und Funktionen be-
tonendes Wissen. Beispiel: Bei 4x5=200 kommt die spontane Vor-
stellung "4 mal die Ldnge 5 (Funktionengefithl) ist doch niemals
die Lédnge 200 (Gefiihl fir GréBenordnungen bei Lingen)". Wegen der
Darstellung der Zahlen auf dem Zahlenstrahl bevorzugt das seman-
tische Zahlgefiihl den Lingenvergleich, bei Anwendungsaufgaben in
anderen GroBenbereichen versagt diese Art von Zahlgefiihl eventu-
ell.

4.3.3 Verlust von Zahlgefiihl

Die Forderung nach mehr problem- oder anwendungsorientiertem Ma-
thematikunterricht kann auch gesehen werden als Bewegung gegen
die Vernachldssigung des semantischen Zahlgefiihls durch verstirkte
Formalisierungen. (In diesem Zusammenhang muf auch auf die er-
hohte Bedeutung graphischer Darstellungen hingewiesen werden).

Es ist deshalb duBerst bedauerlich, daf immer mehr MeBinstrumente
nicht mehr als Zeigerinstrumente, sondern mit Digitalanzeigen
hergestellt werden (Zeigerwaage aus Tante Emmas Laden, Rundwaage
auf dem Markt, physikalische Mefinstrumente, Armbanduhren).

Scheinbar sind Digitalanzeigen fiir den Benutzer eine Erleichterung,
da dieser sich die Interpretation und die Umwandlung von analog
nach digital erspart. In Wirklichkeit aber sind sie eine Verarmung
an Fihigkeiten, die im Sinne eines Regelprozesses notwendig sind
zur Vermeidung von Fehlern. Wozu hat man z.B. bei Tonbandgeridten
zur Aussteuerungskontrolle noch Zeigerinstrumente mit farbigen
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Skalenteilen, oder weshalb gibt es den Geschwindigkeitsmesser

beim Auto noch immer nur als Zeigerinstrument?

Wir raten deshalb dringend ab vor dem Kauf von Digitaluhren (min-
destens) fiir Schulkinder. Zeitpunkt und Zeitdauer, Anfang und En-
de, alles macht die ikonische Zeigeranzeige sichtbar auf einen
Blick. Was bedeutet es dagegen fir ein Kind, das um 16 Uhr zu
Hause sein soll, wenn die Digitaluhr 15.58 anzeigt? Die Digital-
anzeigen beschwdren die Gefahr herauf, dafl wir das Gefiihl ver-
lieren fiir eine der wichtigsten mathematischen Funktionen, die
Proportionalitédt.

5. Schulung des Zahlgefiihls

Das amerikanische CSMP-Projekt fiir die Primarstufe scheint uns
besonders geeignet zur Verbesserung des Zahlgefiihls. Wir bringen
"deshalb zundchst einige Aufgaben aus diesem Projekt. Anschlieflend
folgen weitere Aufgaben, meist Spiele mit dem TR, durch die eben-
falls eine Schulung des Zahlgefiihls stattfindet.

5.1 Mathematik mit Pfeilen

Aufgabe 7

Beschrifte die Punkte und kontrolliere ggf. mit dem TR.
(Analoge Aufgaben mit Dezimalzahlen)

Aufgabe 8
Beschrifte die Punkte und probiere ggf. mit dem TR.
(Analoge Aufgaben mit Dezimalzahlen)

o2 " 4 07 -9
. o » 0 — o—27 e

50

Aufgabe 9

Gehe von 7 nach 100, zeichne Dein Pfeilbild. (Erlaubt sind alle
4 Grundrechenarten, aber nur einziffrige Zahlen). Wieviele Schrit-
te brauchst Du? Kannst Du auch mit weniger Schritten auskommen?
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Aufgabe 10
Benutze den TR und zeichne alle Pfeile fiir EBBE

333
®
97
1005
. ®
644 503
PY ® 834
- 998
767 »
¥
70
492 “ o
® 18
155 ®
®

Aufgabe 11

Beschrifte die Punkte. Was fdllt auf? Welches ist die kleinste

positive (grdfte negative) Zahl, die Clin sein kdnnte?

Welches ist die kleinste Zahl tiber 1000, die Fo sein kdnnte?
(Analoge Aufgaben mit Dezimalzahlen).

DEEEE -

Aufgabe 12

Welches ist die kleinste Zahl, die Jack sein kann? Welches wire
die nidchste Zahl fir Jack? Und die ndchste? Erklédre!




_26_

Jack
BEHEE - \ [j]_E}_E_]E]
g

Aufgabe 13

welche Zahlen erreichen wir durch Kombinationen von

E]El E ... und E] E]E] EE} ..., wenn wir bei 7
(3,0,512,-83,...) starten? (Analog fir EAEIEE ... und
DEGEEE -

5.2 TR-Spiele

Aufgabe 14

Wer hat die geringste Anzahl an Versuchen: Zur Ausgangszahl a ist
ein Faktor b so zu schitzen, daB das Produkt axb (=c) mit einer
vorgesehenen Zielzahl iibereinstimmt oder in einem vorgegebenen
Zielintervall liegt. Filhrte die Wahl von b nicht zum Erfolg, so
ist das Verfahren zu wiederholen, wobei an die Stelle von a jetzt
c als Ausgangszahl tritt und Zielzahl bzw. -intervall unverdndert
bleiben. (Statt mit Multiplikationen kann das Spiel auch mit Ad-
ditionen durchgefiihrt werden).

Aufgabe 15

Die grofe EINS: Bei diesem Partnerspiel tippt der Banknachbar
nicht sichtbar fiir seinen Kameraden E] E] E] E in einen TR mit
automatischer Konstante. Der zweite Schiiler versucht jetzt a zu
erraten durch [a] [E], wobei a,seine erste Ratezahl ist. Das Er-
gebnis gibt ihm Hinweise fir eine verbesserte Wahl der Ratezahl.
(Variante ist das Spiel '"die groBe NULL", wo mit @] =] ] E
begonnen wird).

Aufgabe 16

Das Faktorenspiel: Auf dem Overheadprojektor liegt ein Transpa-
rent mit den Zahlen 1 bis 32 (oder anderen Zahlen). Die Klasse
ist in zwei Gruppen eingeteilt. Gruppe A beginnt und wdhlt eine
7ahl der Folie. Sie wird filr diese Gruppe als Punktzahl einge-
kreist. Sdmtliche Teiler dieser Zahl werden als Punktzahlen fir
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Gruppe B eingekreist. Dann wihlt B eine Zahl und A erhdlt deren
Teiler. Eingekreiste Zahlen werden nicht noch einmal vergeben.
Wenn alle Zahlen eingekreist sind, werden die Punkte zusammenge-
zdhlt.

Aufgabe 17

BINGO: Vorgegeben ist eine Zahlenmatrix mit 4x4 oder 5x5 LOsungs-
zahlen und eine Sammlung mit entsprechend vielen Aufgaben. Zu je-
der Losungszahl ist die zugehdrige Aufgabe so auszuwdhlen, dal
méglichst schnell die Aufgaben fiir eine ganze Spalte oder fir
eine ganze Zeile gefunden sind.

Aufgabe 18

Zwei Schiiler legen abwechselnd Spielsteine auf einen Spielplan,

auf dessen Feldern Zahlen stehen. Bei drei Steinen gleicher Far-
be in einer Reihe werden die Zahlen der besetzten Felder aufad-

diert (multipliziert) und als Gewinnpunkte registriert.

‘5.3 Weitere Aufgaben

Aufgabe 19

Fiige die richtigen Rechenzeichen ein, der TR darf benutzt werden:
(a) 3,205020 = 0,8

(b) 7,502010 -0,5

e} T0 2;504 Big 3

Aufgabe 20

Wir gehen aus von der Startzahl Null. Erlaubt sind nur Additionen
von 7 oder von 3, beliebig h#ufig in beliebiger Reihenfolge. Wel-
che Zahlen erreichen wir auf diese Weise nicht?

Aufgabe 21

Bilde aus 5 verschiedenen vorgegebenen Ziffern zwei Zahlen, deren
Produkt maximal (minimal) ist. Wie sieht die Antwort bei 4 Ziffern,
bei 6 Ziffern oder bei Zahlen mit gleichen Ziffern aus?

Aufgabe 22

Erzeuge die Zahl a in der Anzeige, wobei nur bestimmte Tasten er-
laubt sind. Verschidrfung: Jeder Tastendruck kostet 1 Pfennig,
mache es so billig wie mdglich.

Aufgabe 23
Wir gehen aus von der Startzahl O (oder A). Erlaubt sind nur
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Additionen von b und Subtraktionen von c, beliebig hidufig in be-
liebiger Reihenfolge. Welche Zahlen erreichen wir fiir b=7 und
c=10, b=6 und c=8, b=4 und c=20,...7

Aufgabe 24

Die Schiler erhalten ein Arbeitsblatt mit 40 Aufgaben, zu 16sen
im Kopf. Die Arbeitszeit reduziert sich entsprechend dem Trai-
ningserfolg von anfangs 5 Minuten pro Arbeitsblatt auf schlief3-
lich 1 Minute pro Blatt. (Erfolgreiches Trainingsprogramm in
Philadelphia).

6. Schdtzen und Oberschlag

6.1 Schidtzen

Wir unterscheiden zwischen Schidtzen und Uberschlagen. Schidtzen
geschieht unter Zuhilfenahme von Vergleichen mit bekannten '"ana-
log'"-Daten (Ergebnissen oder GréBen). Hierzu muB die Bedeutung
der Fragestellung erfaflt werden und es miissen auBermathematische
Interpretationen durchgefiihrt werden. Schidtzen sollte nur vorder
Berechnung erfolgen.

6.2 UOberschlagen

Um eine Oberschlagsrechnung durchfiihren zu kénnen, muf die Struk-
tur der Aufgabe bereits bekannt sein. Die Aufgabe wird dann ge-
16st durch Rechnen mit gerundeten Zahlen. Typische Formulierungen:
Mache zuerst eine Uberschlagsrechnung, oder (nach dem Aufschrei-
ben des Ergebnisses): Uberpriife das Ergebnis durch eine Uber-
schlagsrechnung.

6.3 Obungsaufgaben

Aufgabe 25

Jeder Schiiler erhdlt ein Arbeitsblatt mit Bldcken aus (z.B.) je
8 Antwortzahlen Y3 und einer Zielzahl z. Der Lehrer zeigt eine
weitere Zahl a fiir wenige Sekunden und der Schiiler kreist die-
jenige Zahl y; an, die seiner Meinung nach die Gleichung y+a=z
am besten erfiillt. Exakte L6sungen sind nicht immer vorhanden.
(Analog fiir die Multiplikation yxa=z).

Aufgabe 26

Jeder Schiiler erhdlt ein Arbeitsblatt mit (z.B.) 9 Feldern und

9 Losungszahlen. Der Lehrer liest zu jedem Feld eine Aufgabe vor.
Der Schiiller trdgt daraufhin in das Feld gem#B Schitzen und Ober-
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schlag eine der Losungszahlen ein. (Die Art der Aufgaben ist vol-
lig frei, die "LOsungs'"-zahlen brauchen auch nur Niherungswerte

zu sein gemdfl der Frage "Welche der vorgegebenen Zahlen kommt der
Losung am ndchsten?'" (Auch als Einzelarbeit geeignet, vgl.BINGO).

Zur Verbesserung der Fdhigkeit "Schidtzen kdnnen" sind umweltori-
entierte Aufgaben verstdrkt zu bearbeiten. Hierzu sind die Daten
zuerst zu sammeln und anschliefend Fragen der Art "Wie weit...,
wie tief..., wie schnell..., wie hoch..., wic teuer..., wiedick...,
wie viele...?" zu beantworten. Wir deuten dies in Aufgabe 27 nur
an.

Aufgabe 27

(a) Wie oft schliigt Dein Herz in der Minute, am Tag, im Jahr,...?

(b) Wann bist Du 1000, 10.000, 100.000,... Sekunden alt?

(c) Wann ist das Jahr 2000 Minuten alt, wann 200.000,...7

(d) Wie lang ist eine Kette von 100, 1000, 10.000,... Markstiicken?

(e) Wie hoch ist ein Turm von 100, 1000, 10.000,... Finfmark-
stiicken?

(f) Wie lange dauert es, um Papier zu zerreiflen, so dafl jeder
Einwohner der Stadt, des Landes,... ein Stiick erhdlt?

(g) Wieviele Bldtter Papier benbdtigt man fiir 1kg, wie dick ist
dieses Paket, was kostet es?

(h) Wieviele Schritte brauchst Du fiir einen Kilometer, fiir den
Schulweg, innerhalb der Schule, beim Fuflballspielen,...?

7. TR und Funktionsbegriff

Sprechen, Schreiben, Lesen, Radfahren, Schwimmen, Autofahren,
Schreibmaschine-Tippen, TR-Tippen, alles lernen wir durch Ver-
such und Irrtum, durch Raten und Oberpriifen, d.h. durch Probie-
ren. Dies trifft auch zu fir die schriftlichen Rechenverfahren,
fiir die Potenzgesetze, fiir das Rechnen mit Briichen, fiir die Po-
tenzrechnung usw., auch wenn der Lehrer sich noch so viele Mihe
beim Erkldren gegeben hat. Die Obung macht den Meister. Und wenn
wir eine Regel oder eine GesetzmdfBigkeit mal vergessen haben,
dann gehen wir eine Abstraktionsstufe (auf der Bruner-Spirale)
zuriick und versuchen es wieder mit Beispielen, mit Probieren.

Betrachten wir aus dieser Sicht den Funktionsbegriff, so bringt
der TR eine entscheidende Verdnderung. Mit dem TR lassen sich
Funktionen simulieren. Der Schiller hat jetzt die Mdglichkeit,

U

b s

TR . s b W A

T B T 7, 20 5
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mit Versuch und Irrtum, durch Raten und Oberpriifen, d.h. durch
Probieren sich die betreffende Funktion selbst zu erarbeiten.

Im Sinne des Spiralprinzips wird eine (bisher fehlende) Stufe
eingeschoben. Das Erkldren und Verbalisieren erfolgt auf einem
reicheren Erfahrungsschatz, auf den man beim Vergessen der Regel
oder der Eigenschaft erfolgreicher zurilickgreifen kann. Wir wer-
den hierzu spidter Beispiele anfilhren und zundchst das Konzept
allgemeiner darstellen.

7.1 Der TR als Funktionsmaschine

Die hShere Mathematik beschreibt eine Funktion als eine Menge

von Wertepaaren (Teilmenge einer Produktmenge), im elementaren
Mathematikunterricht wird eine Funktion als '"Zuordnungsvorschrift"
bevorzugt:

E (x4,v1)
(xa,y2)
(x:erJ)
Vorschrift oder Wertepaare

Durch das Maschinenmodell sollen diese beiden Auffassungen ''ge-
koppelt" werden:
Eingabe Maschine Ausgabe

Xi } @

SO s B

P e ™3

Yi

Ohne viele Beispieie, d.h. ohne den TR war dies bisher nur un-
vollkommen méglich. Erst der TR als Funktionsmaschine stellt den
Zusammenhang her zwischen der statischen und der dynamischen Auf-
fassung. Der TR realisiert Operatoren (Stretcher (}3 , Shrinker

, Ubertragungsfunktionen @ ), Quadrierer @ , aber auch -
am besten in Teamarbeit - Verkettungen

( , @ , % ,- @@ ) oder Abbildungen:

X — x!

y — Yy
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7.2 Das Prinzip der Einbahnstrafle
Eingabe E, Vorschrift f und Ausgabe A bilden als Einheit (E,f,A)
die Idee der Funktion. Nach dem operativen Prinzip 1iBt sich die-
se Einheit nur erfassen, wenn man alle drei "Variablen" einzeln
variiert. Ein volles Verstidndnis fiir die Funktion ist also erst
dann erzielt, wenn nicht nur die Aufgabenform

E, f gegeben, gesucht ist A,
sondern auch die Aufgabenform

A, f gegeben, gesucht ist E und

E, A gegeben, gesucht ist f
mit demselben (!) TR-Ablauf bearbeitet werden. Hierzu ist zu pro-
bieren, die Funktion wird simuliert. Durch trial and error wird
die Funktion schrittweise erarbeitet. Die falsche Ausgabe A gibt
eine unmittelbare Riickkopplung flir die verbesserte Wahl der ge-
suchten Eingabe E (oder der gesuchten Vorschrift f), und erst da-
durch werden die drei Bestandteile wirklich in Zusammenhang ge-
bracht: Es entwickelt sich ein Geftihl fir die Funktion. Natiirlich
wire es hierbei vollig verkehrt, mit Hilfe algebraischer Umfor-
mungen rickwdrts zu rechnen. Dies zerstdrt die Einheit (E,f,A)
und verbaut den Zugang zu dem Gefithl, was die Funktion eigent-
lich leistet. Deshalb mufl die Richtung xi——g—ayi beibehalten wer-
den, was wir das Prinzip der Einbahnstrafle nennen wollen.
7.3 Einfache Beispiele
Wir verweisen zundchst auf die Benutzung des TR als Operator.
Das wichtigste Beispiel fiir den Unterricht ist jedoch die Pro-
portionalitdt. Wir simulieren eine Benzinuhr, eine Waage auf dem
Wochenmarkt, Geschwindigkeitsmesser, Computerwaagen und physika-
lische MeBinstrumente. Es dauert erstaunlich lange, bis die Schi-
ler bei den Probierverfahren fiir die Anwendungssituationen von
sich auch nach der Umkehrfunktion suchen, die ihnen theoretisch
bereits seit langem bekannt ist. Die Schiller zeigen damit, daf
der Kalkiil nicht mit Anwendungssituationen verbunden war.

Die "Berechnung'" von /X ohne Wurzeltaste ordnet sich ganz indie-
ses Prinzip ein. Ausgehend von einem Schitzwert, den man qua-
driert, erhdlt man eine Ndherungsldsung, die unmittelbare Riick-
meldung gibt fir die verbesserte Wahl des nidchsten Schdtzwertes.

8. Prozentrechnung

Wir wollen die so vielfach abgelehnte Prozenttaste des TR ver-
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teidigen und einen von uns erprobten Kurs vorschlagen. Benutzt
wurden TR, die bei der Aufgabe "635DM + 6% = ?" fir die TR-Lo6-
sung die Tastenfolge [E] @B erfordern, wobei vor
dem Drilcken der Gleichheitstaste das Zwischenergebnis "6% von 635"
angezeigt wird.

8.1 Vermehrter und verminderter Grundwert
Bei der Prozentrechnung liegt eine komplexere Funktion vor, die
viele Erwachsene nicht in ihrer Allgemeinheit meistern kdnnen:

o Joks s LREe

Unsere Schiiler entwickelten ein vorziigliches Gefiihl fiir diese

Funktion und konnten - ohne TR und ohne einen algebraischen For-
melapparat - alle drei Aufgabenarten (S gesucht, G gesucht bzw.
p gesucht) durch die Angabe von guten Ndherungswerten "18sen",
auch bei "S gesucht'.

8.2 Die drei Grundaufgaben
Im zweiten Teil des Kurses konzentrierten wir uns dann auf die
Anzeige des Zwischenergebnisses P:

c*s
A

P
Die GroBe S wurde weiterhin mitgeschleppt, bis die Schiiler von

sich aus darauf verzichteten. (Womit wir das ''Schema'" der alten
Funktion erweiterten und keine eiiiitlich neue Funktion ein-

fihrten). Die neue TR-Funktion G: P, die merkwiirdigerweise

mit der TR-Funktion G-j:EgeP iibereinstimmte, wurde analog ope-
rativ nach dem Prinzip der EinbahnstraBe mit gleichem Erfolg be-
arbeitet.

8.3 Vertiefung

Der dritte Teil des Kurses wurde eingeleitet von einem Schiler,
der durch die Voriibungen "TR als Operator' bereits ein ausrei-
chendes Gefiihl fiir Proportionalitdt erreicht hatte: "Auf das
Plus oder Minus (in "+p%" bzw. "-pi%') kommt es gar nicht an!

Das muB hier "Mal" heiBien!" Und sehr schnell war bei allen
Schiilern aufgrund der Voriibungen (vgl. 7.3) der Faktor gefunden:
"ngﬁ". Es war jetzt keine Schwierigkcit mehr, auch fir "+6%="
oder "-5%=" die Operatoren zu finden (x1.06 bzw. x0.95) und die-
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se Ergebnissc zu verallgemeinern.

Fassen wir dieses Beispiel zusammen, so wird durch den TR das
Linschieben von mehreren Stufen im Brunerschen Spiralprinzip er-
moéglicht. Am Ende der eingeschobenen Stufen steht der Schiiler an
der Stelle, wo vorher die Starldcher waren. Er hat jetzt aber,
wenn er den Kalkidl und die Abhdngigkeiten nicht mehr beherrscht,
die Moglichkeit schrittweise zuriickzugehen, notfalls zuriick bis
zur Stufe, wo die Losung der Aufgabe durch ihre Formulierung in
der Umgangssprache unmittelbar in den TR eingetippt werden kann:
"635DM + 6% =?" Sidmtliche Aufgaben der Prozentrechnung reduzieren
sich damit auf diese eine einzige Tippfolge, die der Umgangsspra-
che vollstidndig entspricht. Und nirgendwo ist der Weg verbaut fir
alle die Ziele, die heute mit der Prozentrechnung verbunden sind.

9. Ausblick

Wir haben uns hier beschrdnkt auf die Problematik des TR-Ein-
satzes. Probleme sahen wir dabei im wesentlichen nur beim Ein-
satz als methodisches Hilfsmittel, in den Auswirkungen auf die
Fertigkeit Rechnen und in der kritiklosen Ubernahme der Ergeb-
nisse. Natiirlich ist der TR besonders am Ende der Sekundarstufe

I und in der Sekundarstufe II hauptsdchlich ein midchtiges Rechen-
hilfsmittel, das nach Meinung aller Fachleute den Rechenstab und
das Logarithmenrechnen vollstdndig verdrdngen wird. (Diese Tech-
niken spielten im Alltag und Berufsleben sowieso gegeniliber Re-
chenmaschinen und Computern nie eine griéflere Rolle). Beim Rechen-
stab lag die Problematik bei der Skalenablesung und bei der Ober-
schlagsrechnung, die Daten wurden bereits in analoger Form ver-
arbeitet. Durch die Verschiebung zur digitalen Darstellung der
Daten ergibt sich beim TR die erhShte Notwendigkeit der Inter-
pretation und damit die Notwendigkeit des sinnvollen Rundens und
ebenfalls der Uberschlagsrechnung, hier jedoch zur begleitenden
Kontrolle.

Zusidtzlich zu den vier Grundrechenarten, wovon die Strichrech-
nung mit dem Rechenstab gar nicht méglich war, und den Funktions-
tasten und , auf die wir unter dem Stichwort '"einfache"
TR bereits eingegangen sind, haben nicht programmierbare "wissen-
schaftliche" TR (analog zum Rechenstab) noch Tasten fiir trigono-
metrische und logarithmische lunktionen einschlieBlich Umkehr-
funktionen.




Fiir die Erarbeitung dieser Funktionen ist der TR ein ausgezeich-
netes Hilfsmittel. Er dient, wie in Abschnitt 7 ausfiihrlich be-
schrieben, sowohl zur Kopplung des statischen und dynamischen
Funktionsbegriffs, als auch besonders wirkungsvoll mit Hilfe des
Prinzips der Einbahnstrafe zur operativen Erfassung der einzelnen
Funktionen, der gegenseitigen Zusammenhidnge und der Problematik
der Umkehrfunktionen.

Eine konsequente Ausnutzung des Prinzips der Einbahnstrale bringt
hier iiberdies die Mathematik wieder stidrker in den Bereich der
Anwendungen, nidmlich der emphirischen Analyse von Datenmengen.
Die Frage nach der zugrundeliegenden GesetzmdBigkeit, d.h. die
Frage nach der gesuchten "Funktion', gewinnt an Gewicht natiirlich
erst dann, wenn auch nicht lineare Funktionen einbezogen sind.
Der TR ermbglicht es, Hypothesen schnell durchzurechnen und so
zu bestidtigen oder zu widerlegen. Fehlversuche geben dabei, in
Zusammenhang mit graphischen Darstellungen, unmittelbare Riick-
kopplung fiir verbesserte Vermutungen. Malstabsdnderungen und
Translationen werden dabei wie selbstverstdndlich mit einbezo-
gen und filhren so zu einem vertieften Verstidndnis des Abbildungs-
begriffs. Die Diskussion der Approximation von Funktionen durch
Polynome gewinnt an Bedeutung, vor allem wenn die Polynomfunk-
tionen schnell programmiert und dann mit einfachem Tastendruck
abgerufen werden kdnnen.

usammenfassend kénnen wir also feststellen, daB durch den Ein-
satz des TR im Mathematikunterricht zwar eine Verlagerung der
Schwerpunkte, aber insgesamt eine Bereicherung anmathematischen

Aktivitdten zu erwarten ist.
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